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PREFACIO 


El lenguaje de los números, igual que el corriente, Пепе 
su alfabeto. En el lenguaje de los números que hoy día se 
utiliza prácticamente en todo el globo terráqueo, se emplean 
como alfabeto las 10 cifras del 0 al 9. Este lenguaje se llama 
sistema decimal de numeración. Pero no siempre y no en 
todos los lugares las personas usaron el sistema decimal. 
Este sistema no Пепе, desde el punto de’vista matemático, 
ventajas especiales sobre olros posibles sistemas de numera- 
ción y su difusión universal no se debe, de modo alguno, a 
las leyes generales de ias Matemáticas, sino a razones total- 
mente de otra indole. 

Ullimamente oponen una seria compelencia al sistema 
decimal los sistemas binario y, en parte, ternario que son 
los que «prefieren ин таг las modernas computadoras. 

En este libro se relatan las propiedades, Ја historia de la 
aparición y las aplicaciones de los distintos sistemas de nu- 
meración. Su lectura no exige conocimientos matemáticos 
superiores al programa escolar. 


$1 
SOBRE LOS NUMEROS REDONDOS 
Y NO REDONDOS 


«Del portal salió un hombre de unos 49 años que después 
de andar рог la calle unos 196 melros entró en una lienda, 
compró dos septenas de huevos y continuó su camino...» 
¿Verdad que esta descripción parece un tanto extraña? Cuan- 
do estimamos aproximadamente cierta magnitud —la edad 
de una persona, una distancia, elc.— siempre recurrimos a 
números redondos y, como regla, decimos «unos 200 metros», 
«una persona de unos 50 años», e s más fácil memorizar 
los números redondos que los demás; es más simple operar y 
realizar las operaciones matemáticas con ellos. Por ejemplo, 
para nadie resulta dificil multiplicar mentalmente 100 por 
200; pero si se trata de multiplicar dos números no redondos 
de tres dígitos, digamos 147 y 343, eso no está al alcance de 
cualquiera sin recurrir al lápiz y al papel. 

AJ hablar de Jos números redondos, no nos damos cuenia, 
en general, que la división de los números en redondos y no 
redondos es convencional por su esencia y que un mismo 
número resulta redondo o no según el sistema de represen- 
tación de los números o, como suele decirse, según el sistema 
de numeración que empleamos. Para analizar esta cuestión 
veamos, ante todo, que representa en si el habitual sistema 
decimal de numeración que usamos. En este sistema lodo 
número entero posilivo se representa como la suma de uni- 
dades, decenas, centenas, etc., о sea, como la suma de dife- 
rentes potencias del número 10 con coeficientes cuyo valor 
va del 0 al 9 inclusive. Por ejemplo, la denotación | 


2548 


significa que el número considerado contiene 8 unidades, 
4 decenas, $ centenas y 2 millares, o sea, 2548 es la abrevia- 


tura de la expresión 
2:10%45-102-+-4-10--8-100, 


Sin embargo, con no menos éxito podríamos representar 
todo número como combinación de potencias de otro número 
entero cualquiera (a excepción del 1) que no sea el número 10; 
por ejemplo, el número 7. En este sistema, llamado sistema 
seplenario de numeración o sistema de numeración de base 7, 
contaríamos desde el O hasta el 6 corrientemente, pero con- 
siderariamos el número 7 como unidad del orden de unidades 
signiente. Es natural representarlo en nuestro nuevo sistema 
seplenario por el simbolo 


10 


(unidad del segundo orden). Para no confundir esta denola- 
ción y el número decimal 10, le agregaremos el subindice y, 
о sea, en lugar del 7 escribiremos definitivamente 


(0). 


Las unidades de los ordenes sucesivos son los números 7°, 
7, ete. Lo natural es representartas asi 


(100),, (1000):, etc, 


Todo número entero puede ser obtenido como combina- 
ción de las potencias del número 7, es decir, puede ser re- 
presentado en la forma 


pT H apa 7... NN 


donde cada uno de Jos cocficientes до, а, >. ., ау puede tomar 
cualquier valor desde el O hasta el 6. Igual que en el caso 
del sistema decimal, lo nalural para representar los números 
en el sistema de base 7 es omitir sus potencias escribiendo 
el número сл la forma 

(аа,„,...а\а,), 


empleando de nuevo el subíndice + para subrayar que en el 
sistema de numeración utilizado se ha tomado por base 
precisamente el número 7. 

Veamos un ejemplo. El número decimal 2548 puede ser 
representado en la forma 


174-0: 794+3-74-0-7-H0, 
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о sea, según hemos convenido, en Ja forma 
(10300). 


(2548) =(10300),. 


Prestemos atención a que en este sistema seplenario serán 
redondos los números que no lo son en el sistema deci mal. 
Por ejemplo, 


(147), = (300), y (843), = (1000), 


Por lo tanio, 


(уа que 147=3-7* у 343=7%); al mismo tiempo tenemos 
(100), (202), y (500) „= (1313), 


еіс. Por eso, en el sistema seplenario resulta más fácil mul- 
implicar mentalmente (147), por (343); que (100), роғ 
(200). Si usásemos el sistema seplenario, consideraríamos 
ja edad de 49 años (у no de 50) una fecha redonda celebrán- 
dola como un aniversario, diríamos «unos 98 metros» o «unos 
196 metros» al estimar a ojo las distancias (porque (98)1а-- 
=(200)» y (196) 0=(100), son números redondos en el sis- 
lema seplenario), contariamos los objelos рог septenas (y 
no por decenas), etc. En una palabra, si fuese comúnmente 
aceptado с! sistema septenario, a nadie sorprendería la frase 
con la que hemos comenzado nuestra exposición, 

Sin embargo, cl sistema seplenario no tiene la menor 
difusión y no puede competir de ninguna forma con el sis- 
tema decimal. ¿Por qué razón? 


52 
ORÍGENES DEL SISTEMA DECIMAL 
DE NUMERACIÓN 


¿Por qué desempeña un papel (ап privilegiado precisa- 
mente el número 10? Una persona ajena а estas cuestiones 
contestaría quizá sin vacilar que se trata sencillamente Че“ 
que el número 10 es redondo y resulta cómodo multiplicar 
por él cualquier número, así como contar por decenas, cen- 
lenares, etc. Hemos visto, sin embargo, que la situación 
es precisamente Ja opuesta: el número 10 es redondo debido 
а que se toma por base del sistema de numeración. Si pasamos 


10 


а otro sistema de numeración, digamos septenario (en el 
que este número se representa сото (13),), dejará inmedia- 
tamente de ser redondo. 

Las razones por las cuales precisamente el sistema deci- 
mal ha sido universalmente aceptado no son, ni mucho me- 
nos, de índole matemática: los diez dedos de las manos han 
constituido el aparato primario de cálculo que empleó el 
hombre desde los tempos prehistóricos. Valiéndose de los 
dedos es fácil contar hasta diez. Al llegar a diez, es decir, 
después de consumir todas las posibilidades de nuestro «apa- 
rato de cálculo» natural, lo lógico es considerar el número 10 
como una unidad nueva, mayor (la unidad del orden siguien- 
te). Diez decenas forman la unidad del tercer orden y asi 
sucesivamente. Por lo tanto, precisamente el cálculo a base 
de los dedos de las manos ha dado origen al sistema que nos 
parece ahora completamente nalural. 


3 
OTROS SISTEMAS DE NUMERACIÓN 
Y SUS ORÍGENES 


_AA<AAáAáAÁáAá_ A аЕЕААЕАЕЬЕЬАЫјАА 


El sistema decimal de numeración tardó mucho en ocupar 
la posición dominante que tiene actualmente. En distintos 
períodos históricos muchos pueblos emplearon sistemas de 
numeración diferentes del decimal. 

Por ejemplo, tuvo bastante difusión el sistema duodecima). 
Indudablemente su origen también está ligado al cálculo 
por los dedos: puesto que los cuatro dedos de la mano (a 
excepción del pulgar) tienen 12 falanges en total (fig. 1), 
pasando el dedo pulgar por estas falanges se puede contar 
de 1 hasta 12. Después se toma 12 como la unidad del orden 
siguiente, etc. Los vestigios del sistema duodecimal se һап 
conservado en la lengua hablada hasta nuestros días: en 
lugar de «doce» a menudo decimos «docena». Muchos objetos 
(cuchillos, tenedores, platos, pañuelos, etc.) suelen contarse 
por docenas y no por decenas. (Recuérdese, por ejemplo, 
que las vajillas son, como regla general, para 12 ó 6 personas 
y inuy rara vez рага 10 6 5.) Hoy día casi no se emplea la 
palabra «gruesa», que significa doce docenas (o sea, la unidad 
del tercer orden en el sistema duodecimal), pero hace unas 


п 


«decenas de años era una palabra bastante extendida espe- 
cialmente en el mundo del comercio. La docena de gruesas 
se llamaba «masa», aunque hoy día pocas personas conocen 
esta significación de la palabra «masa», 

Los ingleses conservan indudables vestigios del sistema 
duodecimal: en el sistema de medidas (| pie=12 pulgadas) 
y en el sistema, monetario (1 chelín=12 peniques). 

Notemos que desde el punto de vista matemático el sis- 
tema duodecimal tiene ciertas ventajas sobre el decimal 


FIG. + 


porque el número 12 es divisible por 2, 3, 4 y 6 mientras 
que el número 10 sólo es divisible por 2 y 5; pero cuanto 
mayor sea la cantidad de divisores del número que constituye 
la base del sistema de numeración, mayores ventajas se tienen 
at emplearlo; volveremos a esta cuestión en el $ 7 al tratar de 
los criterios de divisibilidad. 

En la Babilonia antigua, cuya cultura (incluyendo ta 
matemática) cra bastante elevada, existía un sistema sexa- 
gesimal muy complejo. Los historiadores discrepan en cuanto 
а sus orígenes. Una hipótesis, por сіегіо по muy fidedigna, 
es que se produjo la fusión de dos tribus una de las cuales 
usaba el sistema senario y la otra el sistema decimal, sur- 
giendo como compromiso entre 105 dos el sistema sexagesi- 
mal. Otra hipótesis es que los babilonios consideraban el 
año compuesto de 360 dias lo que se relacionaba de modo 
natural con el número 60. Tampoco esta hipótesis puede con- 
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siderarse sulicientemente argumentada: siendo bastante ele- 
vados los conocimientos astronómicos de los antiguos babi- 
lonios, cabe pensar que su error al estimar la duración del 
año сга mucho menor de 5 días. А pesar de que no están 
aun claros los origenes del sistema sexagesima!, está compro- 
Байа con suficiente seguridad su exisiencia y amplia difusión 
en Babilonia. Este sistema, igual que el duodecimal, se ha 
conservado en cierta medida hasta nuestros dias (por ejemplo, 
en la subdivisión de Ja hora en 50 minutos y del minuto сп 
60 segundos, asi como en el sistema análogo de medición 
de los ángulos: 1 grado=G0 minutos y | minuto=60 segun- 
dos). Pero, en conjunto, este sistema que precisa de sesenta 
«cifras» diferentes es bastante complicado y menos cómodo 
que el decimal 

Según Stanley, famoso explorador del África, varias tri- 
bus africanas empleaban cl sistema quinario. Es evidente 
la relación de este sistema con la forma de la mano del hom- 
bre, «máquina computadora» primaria. 

Los aztecas y los mayas, que durante varios siglos po- 
blaban las regiones amplias del continente americano y 
que crearon una alia cultura prácticamente liquidada рог 
los conguistadores españoles ел los siglos XVI y XVII, 
usaban el sistema vigesimal. Esie mismo sistema era em- 
pleado también por los celtas que se establecieron en е} 
Occidente de Europa desde el segundo milenio antes de nues- 
tra era. Algunos vestigios del sistema vigesimal de los 
cellas subsisten en el moderno idioma francés: por ejemplo, 
«ochenta» en francés es «quatre-vingt», o sca, literalmente 
«cualro veces veinte». El número 20 figura también en el 
sistema monetario francés: el franco, unidad monetaria, 
consta de 20 sous. ' 

Los cualro sistemas de numeracién mencionados (duode- 
cimal, quinario, sexagesimal y vigesimal) que junto al sis- 
tema decimal desempeñaron un papel notable en el desarrollo 
de la cultura humana están ligados '—menos el sexagesimal 
cuyos orígenes по has sido aclarados— a una u otra lorma 
de contar por medio de los dedos de las manos {о de las manos 
y de los pies), es decir, son de origen «anatómico» indudable 
igual que el sistema decimal. 

Los ejemplos que hemos dado (у que podrían ser amplia- 
dos) muestran que estos sistemas han dejado múltiples hue- 
las hasta nuestros dias en Jos idiomas de muchos pueblos, 
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еп los sistemas monelarios existentes y en los sistemas de 
medidas, Sin embargo, para escribir los números o realizar 
determinados cálculos siempre empleamos el sistema decimal. 


54 
SISTEMAS POSICIONALES 
Y NO POSICIONALES 


Todos los sislemas señalados anteriormente se basan 
en el mismo principio general. Se toma un número p, base 
del sistema de numeración, y lodo número N se representa 
como la combinación de potencias de aquél con coeficientes 
que toman valores de 0 a 2—1, о sea, en la formo 


UPA 


Después, este número se denota abreviadamente 


“Lp. cb ay Pf o 


(амаа уса) 


En este caso el valor de cada cifra depende del lugar que 
ocupa. Por ejemplo, en el número 222 él dos figura tres veces; 
pero el de la extrema derecha representa dos unidades, el 
del medio significa dos decenas y el otro, dos centenares. 
(Aquí tratamos con el sistema decimal. Si fuese empleado 
el sistema de base p, estos tres doses significarian, respecti- 
vamente, los valores 2, 2р y 2р2.) Los sistemas de numeración 
que se basan en este principio se denominan sistemas posicig- 
nales. 

Existen también sistemas по posicionales que se basan en 
otros principios. El ejemplo más conocido de tal sistema son 
Jos números romanos. En esle sistema se Неле una colección 
determinada de simbolos principales —unidad 1, cinco V, 
diez X, cincuenta L, cien С, еїс.— y todo número se repre- 
senta como una combinación de estos simbolos. Por ejem- 
plo, el número 88 sc escribe en este sistema así 


LXXXII o. 


Еп este caso el significado de cada simbolo no depende del 
lugar que ocupa. Еп la representación del número 88 la cifra 
X aparece tres veces y siempre vale lo mismo, diez unidades. 
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Aun cuando las cifras romanas siguen empleándose, por 
ejemplo en los relojes, en la práctica matemática no se usan. 
Los sistemas posicionales tienen la ventaja de que permiten 
escribir números grandes mediante una cantidad relativa- 
mente pequeña de símbolos. Otra ventaja, aun mayor, de 
los sistemas posicionales es que permiten realizar fácilmente 
las operaciones aritméticas con números escritos en estos 
sistemas, (Multiptiquese, para comparar, dos números de 
tres cifras escritos en el sistema romano.) 

En lo que sigue nos timitaremos a los sistemas posicio- 
nales de numeración. 


5 
OPERACIONES ARITMETICAS 
EN DISTINTOS SISTEMAS 
DE NUMERACIÓN 


Para los números escritos en el sistema decimal emplea- 
mos las reglas de adición y muitiplicación «en columna» 
y de división «en ángulo». Estas mismas reglas son válidas 
también para los números escritos en cualquier otro sistema. 

Consideremos la adición. Tanto en el sistema decimal co- 
mo en otro cualquiera, sumamos primero las unidades, pa- 
samos luego al orden siguiente, etc., hasta llegar al mayor 
de los órdenes, con la particularidad de que se hace un tras- 
lado al orden siguiente cada vez que en un orden se obtiene 
tuna suma mayor o igual a la base del sistema empleado. 
Por ejemplo, 


0 (0366), 2) (23), 
17043), +(1341), 
(42714), (521), 
(3125), 


Pasemos а la multiplicación. Para concretar, escojamos 
un sistema determinado, por ejemplo, el senario, La multi- 
plicación de los números se basa en la tabla de multiplicar 
que ofrece el producto de los números menores que la base 
del sistema de numeración. Es fácil comprobar que la tabla 
de multiplicar del sistema senario es у 


[0]1]2]3]4]5 
1]0[1]2}3]4]5 


3з|0}3]0]13]20]23 
а [ò] 4 |12| 20 [24] 32 
5 [0] 5 14 | 23 |з2 Та 


En cada célula aparece aqui el producto de los números que 
corresponden a Ја fila y a la columna de esta célula con la 
particularidad de que todos los números se escriben en el 
sistema senario (hemos omitido el subíndice correspondiente 
para no complicar la tabla). 

Valiéndonos de esta tabla, podemos muttiplicar facil- 
mente «en columna» los números de tantos órdenes como se 
quiera. Por ejemplo, 

(352), 
(245), 
(3124), 
(2332), 
(1144), 


(145914), 


х 


La división «en ángulo» también se puede reatizar en 
cualquier sistema de numeración. Consideremos, por ejem- 
plo, el problema siguiente: dividase (120101), рог (102). 
He aquí la solución: 

(120101), |4102), 
(102), (1101), 


(Escríbanse el dividiendo, el divisor, el cociente y cl resto 
en el sistema decimal y verifíquese el resultado.) 
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Problema 1. En ja pizarra se ha conservado una fórmula 


incompleta 


123—5 — 
11-642 
1974353 


¿En qué sistema de numeración estan escritos los sumandos 
y la suma? 

Respuesta. En el sistema septenario. 

Problema 2. Al preguntarle cuántos alumnos había en 
su clase un maestro respondió: «100 alumnos y de ellos 24 
varones y 36 hembras». Primero la respuesta nos extrañó, 
pero luego comprendimos que el maestro no empleó el sis- 
lema decimal. ¿Cuál había empleado? 

La solución de este problema es sencitla. Sea x la base 
del sistema correspondiente. Entonces іаѕ palabras del ma- 
estro significan que tiene x? alumnos de los cuales 2х4 son 
varones y Зх4-2 hembras. Por fo tanto, 


охра З=, 


о зеа, 
х2—5х-——6:=0, 
de donde 
_ 8+ VRQ 547 
Атал та 


es decir, 
ж=бу ха=—1. 


Puesto que —1 no puede ser base del sistema de numeración, 
resulta que x=6. Luego, el maestro dio su respuesta en el 
sistema senario: tenía 36 alumnos, de ellos 16 varones y 
20 hembras. 


$6 
CONVERSIÓN DE LOS NÚMEROS 
DE UN SISTEMA A OTRO 


¿Cómo converlir un número escrito, por ejemplo, en el 
sistema decimal a olro sistema distinto, digamos el septe- 
nario? Sabemos que para escribir un número A en el sistema 
septenario debemos representarlo en la forma 

Аза а TETEA а Тао 
Es decir, para hallar la representación septenaria del número 
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A debemos determinar los coeficientes пу, 41, ..., a, cada 
uno de los cuales puede ser una cifra de 0 a 6 inclusive. Di- 
vidamos el túmero A entre 7 (еп números enteros). Es evi- 
dente que el resto será igual а aj, pues en la representación 
del número A todos los sumandos, a excepción del último, 
son divisibies por 7. Tomemos ahora el cociente que se ob- 
tiene al dividir A entre 7 y dividamoslo también por 7. El 
resto obtenido será igual a а Continuando este proceso, 
determinaremos lodas las cifras по, Gi, . . -, а, que figuran 
en la representación septenaria del número A; éstas serán 
los restos consccutivos que se obtienen en la división reite- 
rada de este número por 7. Consideremos, por ejemplo, el 


número 
(3287) 10. 
Dividiéndolo entre 7, encontraremos el cociente 469 y el 
resto 4, Por consiguiente, la última cilra en la representa” 
ción seplenaria del número 3287 es igual a 4. Para hallar la 
segunda ста dividamos el cociente encontrado 469 entre 7. 
Oblendremos el cociente 67 y el resto 0. Es decir, la segunda 
ciíra de la representación seplenaria del número 3287 es 
igual a 0. Dividiendo ahora 67 por 7, obtenemos el cociente 
9 у el resto 4. Este resto 4 es la lercera cifra en Ја represen- 
tación seplenaria del número 3287, Finalmente, dividiendo 
el último cociente 9 entre 7, obtenemos el reslo 2 y el cociente 
+. Esle resto 2 es la cuarta cifra de la representación buscada 
у el cociente 1 (que no se puede dividir ya entre 7) es la quinta 
(у úllima) cifra. Por Jo tanto, 
(8987), „ = (12404),. 
El segundo miembro de esta igualdad es la abreviatura de 
1142 4 ТО 74 
al igual que 3287 es Ja abrevialura de 
3-10%4+2.10*-+8-10--7. 
Los cálculos realizados para pasar de la representación de- 
cimal del número 3287 а su representación seplenaria pueden 
resumirse cómodamente así: 
3287 | 7 
4 469 |7 
0 67|7 
4917 
2T 


2 №2904 
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Queda claro que todo lo expuesto es válido tanto para el 
sistema ѕеріеласіо como para otro cualquiera. Podemos 
enunciar la regla genecal que permite escribir un número A 
en el sistema de numeración de base р: dividimos en números 
enteros el número Á por p; el resto obtenido es el número 
de unidades de primer orden en la representación р-паца 
del número A; dividiendo de nuevo entre p el cociente ob- 
tenido en la primera división, tomemos el segundo resto; 
éste será cl número de unidades de segundo orden; etc. El 
proceso continúa hasta obtener un cociente menor que la 
base de numeración p. Este cociente es el número de unidades 
del orden superior. 

Consideremos olro ejemplo; escribase el nimero 100 en 
el sistema binario. Tenemos 


100 | 2. 
0 502 
0 252 
17812 
7812 
0312 
IT 


o sea, 
(100, =(1100100),. 


La conversión de los números escritos en cl sistema de- 
cima) al sistema binario es.elemento constante al operar con 
las computadoras de las cuales trataremos más adelante. 

En los ejemplos considerados el sistema primario era el 
decimal. Los mismos procedimientos permiten convertir un 
número escrito en un sistema cualquiera a otro. Para ello 
habrá que realizar la misma serie de divisiones consecutivas 
que en los ejemplos citados, pero estas operaciones habrán 
de realizarse no en el sistema decimal sino en el sistema 
empleado para la representación primaria del número. 

Problema. Supongamos que tenemos una balanza (de 
dos platillos) y pesas de 1 gramo, 3 gramos, 9 gramos, 27 gra- 
mos, etc. (una pesa de cada tipo). ¿Permite este juego de 
pesas determinar el peso de un cuerpo cualquiera con preci- 
sión de hasta nn gramo? 

La respuesta es positiva. Veamos la solución de este pro- 
blema basada en la representación ternaria de los números. 
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Supongamos que el cuerpo реза А gramos (consideramos 
que el número A es entero). Este número A puede ser repre- 
sentado en el sistema ternario 


AR (Mtro Moa, 


о sea, 

E 
donde los coeficientes ay, a, .. ., да loman los valores 0,1 
52. 


Pero podemos representar lodo número en el sistema ter- 
nario de forma algo distinta empleando las cifras 0, 1 y —! 
(en lugar de 0, Гу 2). Para obtener esta representación, 
converlimos el número A escrito cn el sistema decimal al 
sistema ternario empleando para ello el esquema de divisio- 
nes consecutivas ya descrilo; pero cada vez que al dividir 
entre tres obtenemos en el resto 2, aumentaremos el cociente 
en una unidad y escribiremos el resto en la forma de —l. 

Así obtendremos la siguiente representación del número A 


Amba 3a hba ВИР, 


donde cada coeficiente bm, Omi, ---ı бо puede ser igual а 
Q, 1 ó —1. Por ejemplo, el número 100 (que en el sistema 
ternario corriente se escribe 10201) quedará representado, 
aplicado este procedimiento, сото 11—101, pues 100=3'+ 
+49 

Coloquemos ahora el cuerpo de A gramos en el primer 
platillo de la balanza y la pesa de 1 gramo en el segundo 
plalillo si b=] y en el primero si by=—! (siendo бот 
по usaremos Ja primera pesa}; después, la pesa de {res gramos 
se coloca сп el segundo platillo si b,=1 y en el primero si 
b=], сіс. Es obvio que manejando de esta forma las 
pesas. lograremos equilibrar el peso A. O sea, con pesas de 

‚ 3, 9, сіс. gramos se puede equilibrar en la balanza un 
hiso cualquiera. Si se desconoce el peso del cuerpo, manejamos 
las pesas hasta lograr el equilibrio y, de este modo, deter- 
minamos el peso del cuerpo. 

Para aclarar lo expuesto veamos un ejemplo. Supongamos 
que el cuerpo pesa 200 gramos. Convirtiendo el número 200 
al sistema ternario por el procedimiento corriente, obten- 
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dremos 
200 | 3 
2 06 {3 


Por to tanto, (200), =(21102); o en forma desarrollada 
200:=2:3*-1.324-1.324-0.3--2. 
Si convertimos el número 200 al sistema ternario empleando 


el segundo procedimiento (o sea, usando —1 y no usando 2), 
tendremos 


200 13 
—l 70713 
1 22 3 
17]3 
i 23 


es decir, 
2001-31-34 10394130131, 


(la última igualdad se puede comprobar por cálculo directo). 

Por consiguiente, para equilibrar ef peso de 200 gramos 
colocado en un platillo deberemos poner en el mismo platillo 
las pesas de 1 gramo y de 8! gramos y en el otro piatillo, 
las pesas de 3, 9, 27 y 243 gramos. 


$7 
SOBRE LOS CRITERIOS 
DE DIVISIBILIDAD 


Existen unos criterios simples que permiten determinar 
si un número es divisible, por ejemplo, entre 3, 5, 9, сје. 
Recordemos eslos criterios. 

1. Criterio de divisibilidad por 3. El número es divisible 
por 3 si la suma de sus cifras es divisible por 3. Por ejemplo, 
el número 


257802 (suma de cifras 24-54+74-8--042=24) 
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es divisible por tres, mientras que el número 
125831 (suma de cifras 1--2+5-+8+3+1] =20) 


no es divisible por tres. 

2. Criterio de divisibilidad por 5. El número es divisible 
por 5 si su última cilra es 5 6 0 (es decir, si el número de 
unidades de primer orden es divisible рог 5). 

3. Criterio de divisibilidad por 2. Es análogo al anterior: 
el número es divisible por 2 si el número de unidades de pri- 
mer orden es divisible por 2. 

4, Criterio de divisibilidad por 9. Es análogo al criterio de 
divisibilidad por 3: el número es divisible por 9 si la suma de 
sus cifras es divisible por 9. 

La demostración de estos criterios es elemental. Consi- 
deremos, por ejemplo, el criterio de divisibilidad por 3. 
Se basa en que las unidades de cada uno de los órdenes del 
sistema decimal (o sea, los números 1, 10, 100, 1000, etc.) 
al ser divididos entre 3 dan resto igual a 1. Por eso, todo 
número 

(ала, 1. аа) 
о sea, 
1-10? ba, y+ ОРТ. а: 10-а, 
puede ser representado еп la forma 
(ааа Вес а Жао + В, 
donde В es divisible por З. De aquí resulla que el número 
Apr Она 100722... 0,1044, 


es divisible por 3 si, y sólo si, es divisible por 3 el número 
аа дъ TS 

El criterio de divisibilidad por 5 resulla de que 10 —la 
base del sistema de numeracién— es divisible por 5 y, por 
ende, todos los órdenes, a excepción del de las unidades, son 
divisibles por 5. En lo mismo se basa el criterio de divisibili- 
Чад por 2: el número es par si termina en cifra par. 

E) criterio de divisibilidad por 9, igual que el criterio de 
divisibilidad por 3, resulta de que al dividir todo número 
de tipo 10* entre 9 se obtiene el resto igual a 1. 

Lo expuesto permite ver que lodos estos criterios están 
relacionados con la representación de los números en el sis- 
iema decimal y que, en general, no son aplicables si se em- 
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plea otro sistema de numeración. Por ejemplo el número 86 
en el sistema octonario se escribe así 


(126), 


(puesto que 86=8*-+-2-8+-6). La suma de las cifras es 9 pero 
el número 86 no es divisible por 9 ni por 3. 

Sin embargo, para todo sistema de numeración se pueden 
enunciar criterios de divisibilidad por uno u otro número. 
Veamos algunos ejemplos. 

Escribamos los números en el sistema duodecimal y enun- 
ciemos para este caso el criterio de divisibilidad рог 6. Pu- 
esto que 12 —la base del sistema de numeración — es divisible 
por 6, el número escrito en este sistema será divisible por 6 
si, y sólo si, su última cifra es divisible por 6 (aqui nos en- 
contramos can la misma situación que en el caso de la divi- 
sibilidad por 5 о por 2 en el sistema decimal). 

Como quiera que 2, 3 y 4 son también divisores de 12, 
sun válidos Jos siguientes criterios de divisibilidad: el nú- 
mero escrito en el sistema duodecimal es divisible por 2 (res- 
pectivamente, por 3 y por 4) si su última cifra es divisible 
por 2 (respectivamente, por 3 y por 4). 

Proponemos al lector demostrar las siguientes afirmacio- 
nes sobre los criterios de divisibilidad en el sistema duode- 
cimal: 

a) el número A=(a@yay_1. - аба es divisible por 8 5) 
el número (аа): formado por sus dos últimas cifras es divi- 
sible por 8; 

b) el número A=(0,4,-1 · Aoa €s divisible por 9 
si el número (азао)а formado por sus dos últimas cifras es 
divisible por 9; 

с) el número А = (ааъ а. + "дол es divisible por 1! si 
la suma de sus cifras, o sea, el número а, Фа В. Ва до» 
es divisible por 11. 

Consideremos dos problemas mas relacionados con la 
divisibilidad de los números. 

1. El número 

A= (3630), 


(escrito en el sistema de base р) es divisible por 7. ¿Cuánto 
vale p y cuál es la representación decimal de este número si 
p<12 ¿Será única la solución si no se cumple la condición 
PSL 
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Respuesta. р=7 у A=(1344)10; si p no está acotado hay 
infinitas soluciónes; a saber: p puede ser igual a cualquier 
número de tipo 7k 6 7#—1, donde k=1,2, ... 

2. Demuéstrese que el número 


(A A) ps 
о sea, el número 


(ар Вар фар Ph а), 
es divisible por р--1 si, y sólo si, es divisible por p—1 іа suma 
пра Ве а дон 


(Compárese con el criterio de divisibilidad рог 9 en el sistema 
decimal y por 11 en el sistema Фиодес mat.) 


$8 
SISTEMA BINARIO 


El número 2 es el menor de los números que se puede 
tomar como base de un sistema de numeración. El sistema 
correspondiente a esta base, llamado binario, es muy anti- 
guo. Lo empleaban, aunque de forma muy imperiecta, al- 
gunas tribus de Australia y Polinesia. La ventaja de este 
sistema es su extrema sencillez. En el sistema binario in- 
tervienen sólo dos cifras O y 1; el número 2 representa la 
unidad del orden siguiente. También son muy sencillas las 
reglas de las operaciones con los números escritos en el sis- 
tema binario. Las reglas principales de adición se resumen 
asi: 

0+0=0, OF1—=1, 14-1=(10)a, 


y la tabla de multiplicar para el sistema binario es 


Un defecto relativo det sistema binario consiste en que 
incluso para escribir números no muy grandes hay que em- 
plear muchos símbolos pues la base de este sistema es pe- 
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quefia. Por ejemplo, el número 1000 se escribe en el sistema 
binario así 
1111101000, 


o sea, empleando diez dígitos. Sin embargo, este defecto es 
compensado por una serie de ventajas, razón por la cual el 
sistema binario se ha difundido mucho en distintas ramas 
de la técnica y, especialmente, en las modernas computadoras. 

Más adelante trataremos de las aplicaciones lécnicas del 
sistema binario. Ahora consideraremos dos problemas геја- 
cionados con la representación binaria de los números. 

Problema 1. He pensado un número entero comprendido: 
entre Ту 1000. ¿Se decide usted a adivinarlo haciéndome 
como máximo 10 preguntas а las que sólo responderé «si» 
o «no»? Decidase, no es dificil. 

Una posible seric de preguntas que desde luego conduce a 
la solución es la siguiente: 

1% pregunta. Divida el número entre 2. ¿Da resto la divi- 
sión? Si la respuesta es «no» anotamos la cifra cero y si la 
respuesta es «si escribimos uno (en otras palabras, escribimos 
el resto de la división деј número entre 2). 

2* pregunta. Divida por 2 el cociente obtenido en la pri- 
mera división. ¿Da resto la división? De nuevo escribimos 
cero si la respuesta es «no» y uno si la respuesta es «sí». 

Las demás preguntas serán del mismo tipo: «Divida entre 
2 el cociente obtenido en la división anterior. ¿Da resto la 
división?» Todas las veces escribiremos cero si la respuesta 
es negativa y uno si es positiva. 

Repitiendo esta pregunia 10 veces, obtendremos 10 cifras 
cada una igual a cero o a uno. Es fácil ver que estas cifras 
representan el número buscado en el sistema binario. Efec- 
livamenle, nuestras preguntas reproducen el procedimiento 
que se emplea para convertir un número en el sistema bina- 
río. Además, diez preguntas bastarán, pues para representar 
en el sistema binario cualquier número de 1 a 1000*harán 
falta diez cifras а lo sumo. Partiendo de que el número pen- 
sado ha sido convertido de antemano al sistema binario, 
queda bien evidente lo que se debe preguntar рага adivinario: 
respecto a cada una de sus cifras hay que preguntar si es 
o no es igual a cero. 

Consideremos olro problema próximo, de hecho, al an- 
terior. 
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que el tablero de ajedrez (fig. 2). Сада casilla tiene un nú- 
mero comprendido entre | y 127. Piense un número y digame 
«en que tablas (están numeradas del | al 7) aparece. Yo adi- 
vinaré el número. ¿De qué forma? 

La cosa es sencilla, 

Escribamos en el sistema binario todos los números de 
1 a 127, En la representación binaria cada uno contiene 7 
digitos todo lo más (en particular, 127=(1111111),). Inclu- 
yamos el número A en la tabla de número k (£=1,2,,.., 7) 
si en la &-ésima posición de su representación binaria figura 
la unidad; si en la f-ésima posición aparece el cero, по to 
incluiremos en la tabla correspondiente. Por ejemplo, el 
número 57 que en el sistema binario se escribe 


0111001 


debe ser incluido en la primera, cuarla, quinta y sexta tablas; 
е) número | se incluye sólo en la primera tabla y el número 
127 en todas. Por eso, al señatar en qué tablas aparece el 
número, usted está indicando su representación binaria. 
No tendré más que convertirlo al sistema decimal. 

Se puede plantear a la inversa: señáleme un número cual- 
quiera де | a 127 y yo le diré en qué tablas de la fig. 2 
aparece y en cuáles no aparece. Para ello bastará convertir 
el número señalado al sistema binario (con un poco de en ~ 
trenamiento se puede hacer mentalmente) e indicar los nú- 
meros de aquellas posiciones en las que aparece el uno”. 


$9 
EL «NIM», JUEGO 
DE LOS TRES MONTONES 


En China se conocía antiguamente el «nim», juego de 
los tres montones de piedras. Consiste en que dos jugadores 
van tomando alternativamente piedras, a cada baza en un 
número cualquiera dislinto al cero y de cualquier montón 
{pero sólo de uno). Gana el que se lieva la última piedra. 


2 En estas tablas hemos escrito los números en orden de crecimiento 
fo que permile descifrar fácilmente su estructura. Pero se puede colocar, 
dentro de cada tabla, los números en un orden arbilrario y camullar así 
ct procedimento empleado. 
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En las condiciones actuales, en Jugar de piedras se em- 
рісал objetos más accesibles, por ejemplo, cerillas y este 
juego se сопосе como «el juego de las cerillas», Está claro: 
que la esencia del juego no cambia al sustituir las piedras 
por cerilías (о por otros objetos). El problema consiste em 
determinar el desenlace del juego si ambos jugadores aplicar 
la táclica óptima y en explicar en qué consiste esta táctica 
óptima. 

Para resolver este problema conviene recurrir al sistema 
binario. Supongamos que los tres montones tienen a, фу с 
cerillas, respectivamente. Representemos los números а, & 
y с ей el sistema binario 


IS A !4+... а 2-а, 
BD 2 bgp BPE by BAY, 
lg 29 Hb ly 2573... си? + Cy. 


Podemos aceptar que todos los números tienen la misma can- 
tidad de ordenes agregando, si es necesario, por delante a los 
números que tienen menos digitos que los demás la cantidad 
correspondiente de ceros. En este caso, cada una de las cifras 
до, Dor Cos + > -s Ams Dm» Cm puede ser igual а 0 6 1, con la par- 
ticularidad de que al menos una de las tres cifras tim, Ums Са 
(pero no necesariamente todas) es distinta al cero. El jugador 
que realiza la primera baza puede sustituir uno de los nú- 
meros а, b б с por cualquier número menor, Supongamos 
que ha decidido tomar las cerillas del primer montón, о 
sea, variar el número a. Ello significa que cambiarán algunas 
de Jas cifras ао, а, .. .. Gm. Análogamente, al tomar las 
cerillas del segundo montón cambiará al menos una de las 
cifras Do, бу, - .-, ба y al отаг las cerillas del tercer mon- 
tón alterará como minimo una de Jas cifras Со, Су, /.., Cm- 
Consideremos ahora las sunias 


а, 0, 6 O ааба very Codo со (+) 


Cada una puede ser igual a 0, 1, 20 3. Si al menos una es 
impar (o sca, es igual a 1 ó 3), el jugador que hace la primera 
baza puede asegurarse la victoria. Efectivamente, sea а,+ 
еј ск la primera (de izquierda a derecha) de las sumas (“у 
que resulta impar. Entonces, al menos una de las cifras 
ак, by, Cy es igual a |. Supongamos que a,=1. En este caso, 
el jugador puede tomar del primer montón tantas cerillas 
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«pue los coeficientes Am, ..., аду, ПО se alteren, la magnilud 
аъ se haga igual а cero y cada uno de los coeficientes a,_,, 

-, а, tome aquel valor (0 6 1) que Je convenga al jugador; 
o sea, del primer montón se pueden tomar tantas cerillas 
que todas las sumas 


ака Ваа бр сени бо Фе 6 


se hagan pares. En otras palabras, él que inicia el juego puede 
conseguir que después de su baza todas las sumas (*) resulten 
pares. El segundo jugador, como quiera que actúe, alterará 
inevitablemente la paridad de una de estas sumas por jo 
inenos. Es decir, después de su jugada al menos una de las 
sumas (*) será impar. El primer jugador puede conseguir 
entonces que todas Jas sumas (*) resulien de nuevo pares. 
Resumiendo, después de cada baza del primer jugador todas 
las sumas (*) resultan pares, mientras que después de cada 
baza del segundo una de estas sumas por lo menos resulta 
impar. Puesto que el número total de cerillas va disminuyen- 
do, más temprano o más tarde se dará la situación en que 
todas las sumas (*) serán igual a cero, o sea, no quedarán 
cerillas. Pero como todas las sumas (*) serán entonces pares, 
esta situación se dará después de una baza del primer ju- 
gador, es decir, el primer jugador gana. En cambio, si en el 
momento inicial todas las sumas (*) son pares, cualquiera 
que sea la baza del primer jugador, al menos una de (а sumas 
(2) se hará impar. El segundo jugador podrá aplicar la tác- 
tica descrita para el primer jugador y de esta forma ganar 
la parlida. 

Por lo tanto, el desenlace del juego está predeterminado 
por los valores de los números а, b y с, Si son tales que al 
menos una de jas sumas (*) es impar, el primer jugador puede 
asegurarse la victoria. Si todas esas sumas son pares, gana el 
segunda jugador si emplea la táctica correcta. 

Es fácil darse cuenta de que las lernas de números pro- 
picias al segundo jugador aparecen raramente de modo que 
ganará, como regla general, el primer jugador si juega co- 
rrecto y silos números a, b y с se escogen al azar. Por ejemplo, 
si tenemos 10 cerillas (a-tb-+-c=10), exislen 9 posibilidades 
de distrinwirlas en tres montones; 8 de éstas garantizan la 
victoria del primer jugador y sólo una Ја victoria del segundo. 
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дю 
CÓDIGO BINARIO EN LA TELEGRAFIA 


Una de las aplicaciones relalivamente antigua del sistema 
binario es el código telegráfico. Escribamos en el orden al- 
fabélico las letras que se usan en el idioma castellano (in- 
cluyendo «—», o sea, el blanco entre las palabras) y numeré- 
moslas. 

—-ABCChHDEFGH I JKLLMN 
0123 4567 89 1011 12 13 14 15 16 
NOPQRSTUVWXYZ 
17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 


Representemos el número de cada letra en el sistema binario. 
Puesto que 25=32, cada uno de estos números se representa 
con cinco cifras todo lo más. Escríbiremos estos números 
usando cinco cifras exactamente; para ello agregaremos, si 
#5 necesario, por delante de la primera cifra la cantidad 
correspondiente de ceros. Tendremos así 


— — 00000, 
A ~ 00001, 
B ~ 00010, 
Z ~ 11101, 


Supongamos ahora que lenemos cinco cables uniendo dos 
puntos. Entonces, cada uno de los números de cinco digitos, 
correspondientes a las letras del alfabeto, puede ser trans- 
milido por esta línea mediante una combinación determinada 
«le impulsos eléctricos: por ejemplo, conviniendo que al cero 
corresponde la ausencia y al uno la existencia del impulso 
еп el cable respectivo. En el lugar de recepción, esta combina- 
ción de impulsos puede poner en funcionamiento el aparato 
receptor y de esta forma сп la cinla quedará impresa la letra 
correspondiente a la combinación de impulsos (o sea, al nú- 
mero binario dado). 

El aparalo telegráfico es, en principio, la combinación 
de dos dispositivos: el transmisor que permite convertir fas 
teiras en el sistema correspondiente de impulsos y el receptor 
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que a рагиг de la combinación dada de impulsos imprime 
en la cinta (o en la tarjeta) la letra respectiva ”. 

Es evidenle que la aplicación en la telegrafía del sistema 
binario se debe precisamente a ta facilidad de convertir el 
número binario en impulsos eléctricos 7. 


sil 
EL SISTEMA BINARIO 
GUARDIÁN DE SECRETOS 


El telégrafo o el radiotelégrafo es un buen medio рага 
transmitir rápidamente la información. Pero ésta puede 
ser interceptada con facilidad por otras personas; frecuente- 
mente, en condiciones de guerra en particular, es preciso 
que ciertas informaciones sean inaccesibles para todos menos 
la persona a la que están destinadas. Con este fin se emplean 
, distintos procedimientos de cifrado. 

Es posible que muchos lectores se hayan entretenido en 
ocasiones inventando métodos de cifrado y realizando «сог- 
respondencia secreta». El método más clemental consiste en 
indicar cada letra del alfabeto con un simbolo: otra letra, 
un número, un simbolo convencional, etc. Con frecuencia 
estos sistemas figuran en la literalura policiaca у de aven- 
turas; recordemos «Los tnonigotes danzantes» Че Conan 
Doyle o «Viaje al centro de ta tierra» de Julio Verne. Es 
fácil descifrar estos sistemas, pues lodo idioma tiene una 
estructura determinada: algunas letras y combinaciones de 
letras aparecen con mayor frecuencia, otras con menor y 
algunas (digamos, n delante de b) no aparecen jamás. Esta 
estructura, que se conserva al sustituir las Jetras por sím- 
bolos, permile descifrar sin dificultad estas claves. Existen 
cifrados mucho más complejos pero lámpoco estos resisten 
a cifradores expertos. 


D Hablamos de cinco cables que unen dos puntos, En la ргдеНсо. 
basta con uno y los impulsos que forman la combinación correspondiente 
а la letra se transmiten sucesivamente, uno tras olro. 

9 Además de este sistema de representación de las letras mediante 
cinco ceros о unos, en la telegrafía se emplea otro sistema llamado alfabeto 
Morse, En principio, el alfabeto Morse también representa (ода letra como 
combinación de dos elementos distintos (punto y guión); no analizaremos 
aquí en detalle este sistema. 
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Es natural preguntar: «gExisle un sislema de cifrado 
que garantice la conservación absoluta del secreto o todo 
texto cifrado puede ser entendido, сп principio, por un ci- 
frador suficientemente babil?» 

No es difícil inventar un sistema, muy simple en esencia, 
que haga imposible la lectura del texto cifrado por una per- 
sona que no conozca la elave. Para describirlo, emplearemos 


FIG. 3 


el sistema binario у la representación de las letras en forma 
de números binarios de cinco digilos que hemos introducido 
en el parágrafo anterior. 

+ El código tetegráfico permite dar a todo texto la forma de 
una sucesión determinada de combinaciones de cinco dígitos 
formadas por ceros y unos. Supongamos que hemos preparado 
de antemano una sucesión totalmente arbitraria de combina- 
ciones de cinco ceros y unos. Esta sucesión que se emplea 
para сИгаг el texto se denomina gama. La gama se prepara en 
dos ejemplares perforando, por ejemplo, una cinta de papel 
(véase la fig. З donde cada línea vertical corresponde a una 
combinación delerminada de cinco digitos significando el 
orificio el uno y el blanco el cero). Conservemos un ejemplar 
de la gama y enviemos el otro al destinatario. Tomemos 
ahora el texto que deseamos transmitir y зитетозјо «según 
los órdenes» con la gama preparada. Esto significa lo siguien- 
te: el primer número de cinco dígitos (o sea, la primera 
letra) del texto se suma con el primer número de la gama, el 
segundo número del texto con el segundo número de Ía gama, 
etc., pero con la particularidad que la adición no se efectúa 
según la regla corriente cuando la suma de dos unidades 
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arraja la unidad де! orden siguiente, sino que se realiza de 
acuerdo con la regla 


0+0=0, 14-0=04+1=1, 1+1=0, 


es decir, sin pasar la suma de dos unidades al orden siguiente. 
Es obvio que sumando de esta forma dos números binarios, 
o sea, dos sucesiones de ceros y unos, obtendremos ceros si 
los números son iguales y obtendremos un número distinto 
al cero si se suma números diferentes. El resultado que se 
obtiene sumando de este modo el texto y la gama puede ser 
enviado a nuestro destinatario mediante un sistema de im- 
pulsos eléctricos por el cable telegráfico. Pero esta sucesión 
de impulsos captada tal y como está por el receptor quedaria 
impresa como una combinación de lelras sin sentido. Para 
reconstruir el texto inicial es preciso sumar al texlo cifrado 
la misma gama (por el mismo procedimiento de adición «según 
los órdenes»). 

Todo el proceso puede ser resumido en el esquema si- 
guiente: 

1) textot+gama=texto cifrado; 

2) texto cifrado--gama=texto+gama+gama=fexto. 

Se comprende que una persona en posesión de un texto 
cifrado de esta forma, pero no de la gama correspondiente, 
no puede conocer su contenido como tampoco se puede decir 
nada acerca de Х si se conoce la suma X+Y, donde У es 
un número arbilrario y desconocido. 

El proceso descrito puede ser fácilmente automatizado 
colocando a la salida del transmisor un dispositivo que rea- 
liza la adición «según los órdenes» del texto y de la gama y 
un dispositivo idéntico a la entrada del receptor, con la par- 
ticularidad de que los telegrafistas que operan en ta línea 
no se darán cuenta siquiera de la existencia de estos dispo- 
sitivos. 

Sin duda este sistema de cifrado es muy engoroso, pues 
exige enviar constantemente a ambos extremos de la línea 
reservas de gama porque cada pedazo de esta gama se uti- 
liza sólo una vez. 

El empleo del sistema binario de numeración es cómodo 
en este caso ya que precisamente en él arroja cero como re- 
sulfado cualquier número sumado а sí mismo «según tos 
órdenes». 
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612 
UNAS PALABRAS SOBRE 
LAS COMPUTADORAS 


Hemos hablado de la aplicación del sistema binario en 
la telegrafía, una rama relativamente vieja de la técnica 
{los primeros aparatos telegráficos, basados en la transmisión 
por cable de impulsos eléctricos, aparecieron en la década 
del- 30 del siglo pasado). Veamos ahora una de las aplica- 
ciones más modernas del sistema binario: en las computa- 
doras. Pero previamente, aunque sca en lineas generales, 
deberemos explicar que son las llamadas computadoras 
eleclrónicas. 

La historia del desarrolio de la técnica de cálculo es a la 
vez inuy larga y muy corta. Los primeros aparatos que faci- 
litaban y aceleraban el trabajo de cálculo aparecieron hace 
inucho. Por ejemplo, el ábaco se conoce desde hace más de 
cuatro milenios. Al mismo tiempo, las verdaderas máquinas 
malemálicas surgieron hace unos años con la aparición de 
las primeras computadoras rápidas hasadas en la aplicación 
de la técnica radioelectrónica (lámparas primero y semicon- 
ductores después). Esta rama de la técnica alcanzó sorpren- 
dentes éxitos en plazos muy cortos. Las computadoras moder- 
nas funcionan a velocidades de cientos de miles e incluso 
millones de operaciones por segundo; es decir, que una de 
esas máquinas realiza cada segundo tantas operaciones como 
un experlo calculador provisto de un aritinémetro, por ejem- 
plo, en varios meses, La aparición de estas máquinas permitió 
resolver con éxito problemas tan complejos y extensos que 
habría sido inútil siquiera plantear con el procedimiento 
de cálculo manual. Por ejemplo, las computadoras modernas 
pueden resolves sislemas de varios centenares de ecuaciones 
Че primer grado con un número igual de incógnitas. Con lápiz 
y papel о con un aritmómetro, un caleutador no podría cum- 
plir esta tarea ni en toda su vida. 

En la literatura de divulgación, al hablar de las compula- 
doras, se emplean frecuentemente expresiones como «ша- 
quina que resuelve ecuaciones complejas», «maquina que 
juega al ajedrez» o «máquina traduclora Че un idioma а 
otro». Así puede crearse la falsa impresión de que cada una 
de estas funciones —resolución de ecuaciones, juego a aje- 
drez, traducción, ele, — se realiza por una máquina especial 
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construida sólo con este objetivo, Pero para resolver dis tintos 
problemas tanto matemáticos (resolución de ecuaciones, 
elaboración de las tablas de logaritmos, etc.) como по ma- 
temáticos (por ejemplo, traducción de textos o juego al aje- 
drez) se pueden emplear los mismos aparatos llamados compu- 
tadoras universales. Cada una de estas máquinas puede rea- 
lizar, de hecho, sólo cierto número, bastante limitado, de 
operaciorles elementales: sumar y multiplicar números, 
conservar los resultados obtenidos en un dispositivo especial 
llamado «memoria» de la máquina, comparas números esco- 
giendo, por ejemplo, el mayor o el menor de dos o varios 
números, ete. Pero la solución de los problemas más variados 
y complejos puede reducirse a una sucesión (quizá muy larga) 
de estas operaciones elementales. Esta sucesión queda deter- 
minada por el programa que para cada problema concreto 
elabora el programador. Por lo tanto, la variedad de pro- 
blemas que puede resolver la computadora universal no es 
otra cosa que la variedad de programas que se introduce 
en ella. 

Por eso, la computadora universal es, en un principio, 
un aparato que puede realizar con extraordinaria velocidad 
operaciones aritméticas (adición, multiplicación, resta y 
división) con los números y algunas otras operaciones como 
comparación de números, etc. Las operaciones a realizar y 
su orden son determinados por el programa. 

En los cálculos, tanto a mano como con la computadora, 
necesitamos escribir de alguna forma los números empleados, 
o sea, necesitamos recurrir a un sistema de numeración. 
Empleando el papel y el lápiz usamos, claro está, el sistema 
decimal al que estamos acostumbrados. Pero este sistema no 
sirve para la computadora electrónica que da preferencia 
rotunda al sistema binario. Tratemos de explicar las razones 
de ello. 


613 

POR QUÉ «PREFIERE» LA MÁQUINA 

ELECTRÓNICA EL SISTEMA BINARIO 
DE NUMERACIÓN 


Al calcular a mano, escribimos fos números con lápiz о 
tinta en el papel. La máquina necesita otro modo de fijar 
los números con los que opera. 
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Para explicar la esencia de la cuestión, consideremos 
primero en lugar de la computadora un aparato mucho más 
sencillo, el contador corriente (de luz, de gas, de taxi, etc.). 
Cualquiera de estos contadores se compone de varias ruedas 
que pueden estar (cada una) en 10 posiciones correspondientes 
a las cifras de 0 a 9. Es evidente que un aparato de к ruedas 
de este tipo permite fijar 10* números distintos desde 0 


hasta 99...9. Este contador se puede emplear como una 
ма 


k veces 
especie de ábaco, 0 sea, по sólo para fijar números sino tam- 
bién para realizar operaciones aritméticas. № 

Si quisiéramos tener un contador adaptado a un sistema 
de base р y no al sistema decimal, tendríamos que emplear 
ruedas de p distintas posiciones en lugar de 10. En parti- 
cular, el aparato que permitiría fijar los números escritos 
en el sistema binario debería componerse de elementos con 
dos posibles posiciones сада uno. Por supuesto, para hacer 
un contador (basado en un sistema de numeración deter- 
minado) no hay necesidad de emplear obligatoriamente 
ruedas. En principio, se puede construir un contador em- 
pleando clementos cualesquiera siempre que tengan tantas 
posiciones estables como unidades contiene la base del sis- 
tema de nuineración escogido. 

El contador compuesto de un sistema de ruedas u otros 
dispositivos mecánicos sólo puede cambiar de posición con 
relativa lentitud. Las velocidades de decenas y centenares 
de miles de operaciones por segundo de las computadoras 
modernas han sido alcanzadas porque en estas máquinas se 
emplean dispositivos electrónicos y no mecánicos. Estos 
dispositivos no tienen prácticamente inercia y, por eso, 
pueden cambiar de posición en millonésimas de segundo. 

Los elementos radioelectrónicos (lámparas, semiconduc- 
tores) empleados en las computadoras se caracterizan por 
la existencia de dos posiciones estables. Por ejemplo, la lám- 
para electrónica puede estar «abierta» (deja pasar la corriente) 
o «cerrada» (la corriente no pasa). Según este mismo prin- 
cipio de «sí» o «no» funcionan los semiconductores que úl- 
timamente encueolran aplicación cada vez mayor en la téc- 
nica de computo. A estas propiedades de los elementos ra- 
dioelectrénicos se debe esencial mente que el sistema binario 
haya sido el más adecuado para las computadoras. 

3" 
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Los datos de parlida еп ипо и otro problema se suelen: 
dar сп el sistema decimal. Para que una máquina, basada. 
en el sistema binario, pueda operar con estos datos es preciso- 
traducirlos al idioma del código binario «comprensible» 
para el dispositivo aritmético de la máquina. Esta fraduc- 
ción, claro está, puede ser fácilmenle automatizada. Por 
otra parte, es deseable que los resultados obtenidos por læ 
máquina sean nuevamente escritos en cl sistema decimal. 
Por eso, en la computadora se sucle prever ta conversión 
automática al sistema decimal de Jos resultados obtenidos- 

Como una forma intermedia se emplea con frecuencia en 
las computadoras el sistema binario-decinial mixto. Con- 
siste en que el número se escribe primero en el sistema de- 
cimal y después cada una de sus cifras se representa en el 
sistema binario mediante ceros y unos. Por lo tanto, en el 
sistema binario-decimal todo número se representa mediante 
varios grupos compuestos por ceros y unos. Por ejemplo, 
el número 

2593 


en el sistema binario-decimal se escribe asi 
0010 0101 1001 0011. 


A titulo de comparación daremos la representación binaria 
de este mismo número { 
10100010001. 


Veamos cómo se realizan Jas operaciones arilmélicas en 
la computadora basada en el sistema binario de numeración. 
La operación principal que debemos examinar es la adición, 
pues la multiplicación consiste en la adición reiterada, la 
resta en la adición de números negativos y, finalmente, la 
división en la resta reiterada. Á su vez, la adición de nú- 
meros de varios órdenes consiste en realizar la adición cn 
cada orden. - 

La adición de dos números binarios en cada orden puede 
ser descrita asi . Sea и la cifra que figura en el orden dado 
del primer sumando, sea b la cifra de este mismo orden си eb 
segundo sumando y sea с Ja cifra que debe ser trasladada 
del orden anterior (donde ha sido ya realizada la adición). 


D Aqui se trata de la adición гас ле са» corriente y по de la adi- 
ción «según el orden» mencionada en el $ 12 en relación con el cifrado de 
un texto, aunque la adición ssegún el orden» también desempeña su раређ 


sinportaole en el funcionamiento de la computadora. 
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Sumar en el orden indicado significa delerminar qué cifra 
debe ser escrila en este orden y qué cifra debe ser trasladada 
al orden siguiente. Indiquemos рог s la cifra que debe ser 
escrita en el orden considerado y por ¢ ta cifra que debe ser 
trasladada al orden siguiente, Como quiera que cada una 
de las magnitudes а, b, с, s y f sólo puede tomar los valores 
061, todas las variantes se pueden resumir en la tabla si- 
guiente 


ео |а о [оја [ајот 
е Гоо тоот 
ааш 
ajoji пе 
гоо оо [и 


Рог Jo tanto, рага que la computadora pueda sumar dos 
números escritos en el sistema binario, hay que prever en 
ella para lodo orden un dispositivo de tres entradas —co- 
rrespondientes a las magnitudes a, b y c— y de dos salidas, 
correspondientes a las magnitudes з y (. Aceplemos, cómo 
suele ocurrir en los aparatos electrónicos, que el uno signi- 
fica la existencia de Ја corriente en una entrada o en una 
salida y que el cero significa su ausencia. El dispositivo 
considerado, denominado sumador de un orden, debe fun- 
cionar de acuerdo con la tabla indicada más arriba, o sea, 
de forma que si no hay corriente en ninguna de sus tres en- 
tradas, tampoco debe haberla en sus salidas; si hay co- 
rriente ena pero по la hay en р у с, debe haber corriente en = 
y по haberia en £; сіс. Es fácil, aprovechando lámparas o 
semiconductores, construir un dispositivo que funcione según 
este esquema. 


$14 
SOBRE UNA PROPIEDAD 
NOTABLE DEL SISTEMA TERNARIO 


Para determinar la validez de uno и olro sistema de nume- 
ración en tanlo que base para la construcción de una compu- 
tadora, importa, además de la sencillez de ejecución de las 
operaciones aritméticas en este sistema, lo que sucle denomi- 
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narse capacidad del sisiema, entendiéndose por tal el con- 
junto de números que en este sistema puede ser escrito con 
шпа cantidad determinada de digitos. 

Expliquemos esto con tn ejemplo. Para escribir en el 
sistema decimal 1000 números (де 0 a 999) se necesitan 30 
«dígitos (10 para cada orden). En cambio, en el sistema bi- 
nario con 30 digitos se pueden escribir 2% números (para 
cada orden binario hacen falta sólo dos cifras 09 1 y, рог 
eso, 30 dígitos permiten escribir números que contienen 
Hasta 15 órdenes binarios). Pero 

215 > 1000, 
© sea, leniendo 15 órdenes binarios podemos escribir más 
números que teniendo tres órdenes decimales. Por lo tanto, 
«el sistema binario tiene mayor capacidad que el decimal. 

‘Pero, ¿cuál es el sistema de numeración de mayor capaci- 
‘dad? Para responder, analicemos el siguiente problema con- 
creto. Supongamos que tenemos 60 dígitos. Podemos dividirlos 
«en 30 grupos de 2 elementos y escribir en el sistema bi- 
nario cualquier número de по más de 30 órdenes binarios, 
o sea, 2% números en total. Podemos dividir estos mismos 
50 dígitos en 20 grupos de 3 elementos y escribir, empleando 
‘el sistema ternario, 3% números. Luego, dividiendo los 60 
signos en 15 grupos de 4 etementos y aplicando el sistema 
cuaternario, podemos escribir 41% números, etc. En particu. 
Таг, empleando el sistema decimal (o sea, dividiendo todos 
105 dígitos en 6 grupos de 10 elementos) podemos escribir 
10* números y aplicando el sistema sexagesimal (babilonio) 
podemos escribir con 60 dígitos sólo 60 números. Veamos 
cuál de estos sistemas es el de mayor capacidad, es decir, 
permite escribir con estos 60 digitos la cantidad máxima 
«de números. En otras palabras, se trata de señalar cuál de 
105 números 


2%, 3%, 418, бла, Gto, 10%, 125, 154, 20*, 302, 60 
es el mayor. Es fácil comprobar que el número máximo es 
3w, En efecto, demostremos primero que 
2% < 30, 
Pueslo que 2%=(2%)4=81 у 30=(31)=9', esta desigual- 
clad puede ser escrita en la forma 
gu < Qu 
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haciéndose evidente. Además, 
419 ше (22) 270, у 
es decir, teniendo en cuanta el resultado demostrado 
gu > 415 

Análogamente, se comprueban con facilidad las siguientes 
desigualdades 

4% > 5% > 61 > 10 > 125 > 154 > 20° > 302 > 60. 

Resulta que el sistema ternario es el de mayor capacidad. 
El sistema binario, así сото el cuaternario que en este sen: 
tido equivale al binario, tienen menor capacidad que el ter- 
пало pero mayor que los restantes 

Esta conclusión no Пепе nada que ver con que hayamos 
considerado 60 digitos. Hemos tomado este ejemplo sólo: 
porque 60 dígitos se dividen cómodamente en grupos de 2, 3, 
4, ete. elementos. 

En el caso general, si tomamos п dígitos y aceptamos 


que x es la base del sistema de numeración, obtendremos E 


órdenes y la cantidad de números que podremos escribir será 
igual a 4: 

(0%. 
Consideremos esta expresión como una función de la variable: 
x que puede lomar valores positivos cualesquiera (fracciona- 
les, irracionales) y no sólo enteros. Se puede hallar el valor 


de la variable x que ofrece máximo a esta función. Es igual! 
ае! múmero irracional que representa la base del llamado: 


С Para el Jeclor familiarizado con el cálculo diferencial daremos а, 

demostración correspondiente. La condición necesaria para que la función 

у(х) tenga máximo en el punto ха consiste en que sca igual a cero su deri- 
х 


vada en ese punto. En nuestro caso, у(х)= (х) " . La derivada de esta [un 

ción es igual a 
dy — 
aa 
Igualándola а cero, obtenemos 
ше 


А А а 
F Ine pS (у 7 (87 


е пух). 


а 
Puesto que la derivada z es positiva a la izquierda del punto х=е 


‚о sea, г= е. 


y es пера уа a la derecha, resulta por los teoremas del cálculo dite 
rencial que en ese punto nuestra función tiene efectivamente máximo. 
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sistema natural de logaritmos y que desempeña un papel 
importante en distintas cuestiones de las Matemáticas su- 
periores. El número e es igual aproximadamente a 
2,718281828459045... 
El número entero más próximo a g es 3. Es la base del sistema 
de numeración de mayor capacidad. 
El gráfico de la función 


y=) 
puede verse en la fig. 4 (con la particularidad de que son 
distintas las unidades tomadas en los ejes хе y). 


El 


ah -=-= 


La capacidad del sistema de numeración es un momenlo 
importante desde el punto de vista de su empleo en la compu- 
tadora. Por eso, aun cuando la aplicación en las computa- 
doras del sistema lernario en lugar del binario origina deter- 
minadas dificultades técnicas (deben emplearse elementos 
que tienen tres posiciones estables y no dos), este sistema ha 
sido ya empleado en algunas computadoras. 


$15 
SOBRE FRACCIONES INFINITAS 


Hasta aqui hemos hablado de números enleros. De la 
representación decimal de los números enteros es natural pasar 
a las fracciones decimales. Para etlo es preciso considerar, 
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además de las potencias no negativas del número 10 (o sea, 
1, 10, 100, etc), lambién las potencias negativas (107*, 107", 
е{с.) y formar combinaciones en las que participan tanto unas 
сото otras. Por ejemplo, la expresión 
23,581 

signilica como se sabe 

2.1014 3.106 5- 10714-8- 1078 + 11073, 
etc. 


Es cómodo representar los diferentes números mediante 
puntos de la recla. Pomentos una recta y escojamos en ella 


ГА A 
+ +- -- 
об ' 7 

FIG. 5 


un punto determinado O (origen), una dirección positiva (ha- 
cia la derecha) y una unidad, el segmento OA (fig. 5). Acep- 
temos que el punto O representa el cero y el punto A el uno. 
Construyendo a la derecha del punto O el segmento OA dos, 
tres, etc. veces, obtendremos los puntos que corresponden 
а los números dos, tres, etc. En la recta se pueden representar 
de esla forma lodos tos números enteros. Para representar 
tos números fraccionales que contienen décimas, centésimas, 
etc. es preciso dividir cl segmento GA en diez, cien, ete. 
partes y emplear estas unidades menores «de longitud. Ра- 
demos de esta forma sepresentar си la теста los puntos co- 
rrespondientes a todos los números de Про 


суду ay Olas 00, 


o sea, а todas las fracciones decimales. Está claro que па 
Jlegaremos a agotar todos los puntos de la recta. Por ejemplo, 
si a partir del punto O consiruimos en la recta el segmento 
que representa la diagonal del cuadrado de lado uno, el 
extremo “de csle segmento no aparecerá entre los puntos 
que corresponden a las fracciones decimales por cuanto el 
lado del cuadrado y su diagonal son inconmesurables. 
Si queremos que a cada punta de esta recta corresponda 
una fracción, tendremos que recurrir a las fracciones deci- 
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males infinitas y no sólo a las finitas. Expliquemos lo que 
esto significa. 

Para poner en correspondencia a lodo punto de la recta 
una fracción decimal (infinita) procederemos del modo siguien- 
te, Para mayor comodidad hablaremos no de toda la recta 
sino de una parte de la misma, a saber, del segmento OA 
tomado como unidad de medición. Sea x un punto de este 
segmento. Dividamos OA en 10 partes iguales y numerémoslas 
de 0 a 9. Sea 0, el número de aquel segmento parcial al que 
pertenece el punto x. Dividamos este segmento pequeño 
en 10 partes, numerémoslas de 0 a 9 e indiquemos рог b, 
el número de aquel de estos segmentos pequeños al que per- 
tenece el punto x. El segmento de número ba también se 
divide en 10 partes y repitiendo el razonamiento se obtiene 
bs. Continuemos este proceso ilimitadamente dividiendo a 
cada paso en 10 partes el segmento obtenido en el paso an- 
terior. Encontraremos entonces una sucesión de números 
by, Фа, ~. ба ~~. que escribiremos en la forma 


Debt Dl: 


liamándola fraccion decimal infinita correspondiente al 
punto x. Tajando esta fracción en un lugar determinado, 
obtendremos una fracción decimal corriente (finita) 0, br, 
ba. . «bn que по determina exactamente la posición del punto 
x en la recta sino aproximadamente (a saber, con un error 


que no pasa de те parte де) segmento principal si la frac- 


ción infinita se corta en la n-ósima cifra). 

Hemos puesto en correspondencia a todo punto de la recta 
una fracción decimal infinita. Es fácil ver que inevitable- 
mente surge cierta indeterminación. Por ejemplo, dividamos 
с) segmento OA en 10 partes y consideremos e) punto frontera 
entre la primera y ta segunda. Podemos aceptar que perle- 
nece lanto a la primera parte (que Пеуа el número 0) como 
а la segunda (que Нема el número 1). En la primera variante 
nos encontraremos con que, continuando el proceso de divi- 
sión sucesiva, el punto escogido aparecerá en la parte extrema 
derecha (que lleva el número 9) de aquellas en que se divide 
el segmento obtenido en el paso anterior, es decir, logramos 
la fracción infinita 

0,0999..., 


mientras que en la segunda variante este punto en todas las 
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divisiones posteriores aparecerá en іа parte que leva el nú- 
mero 0 resultando la fracción 


0,1000... 


Por іо tanto, obtenemos dos fracciones infinitas corres- 
pondientes a un mismo punto. Lo mismo ocurrirá con cual- 
quier punto frontera (de dos segmentos) de todas las divisio- 
nes. Por ejemplo, tas fracciones 


0,125000... y 0,124999... 


corresponden cn la recta a un mismo punto. 

Esla indeterminación se puede evitar conviniendo que 
todo punto frontera perlenecerá a una de los segmentos 
que separa, ya sea а! de la derecha o al de la izquierda, pero 
siempre al mismo. En otras palabras, podemos eliminar 
todas las fracciones que contienen «ја cola infinita» compuesta 
de ceros о lodas las fracciones que contienen «Ја cola infinita» 
compuesta de nueves. 

Estableciendo esta limitación se puede hacer corresponder 
«ада punto y del segmento a una fracción decimal infinita 
bien delerminada, con la particularidad de que a dos puntos 
«distintos corresponderán dos fracciones distintas. 

No es esencial, claro está, el hecho de que para fijar la 
posición del punto en el segmento mediante divisiones suce- 
sivas hayamos dívidido el segmento correspondiente en 
10 partes. Esto se debe sencillamente a nuestra propensión 
tradicional a emplear el sistema decimal. Podríamos tomar 
en lugar de diez olro número cualquiera, por ejemplo, dos, 
o sea, dividir siempre el segmento por la mitad asignando 
a una mitad el número 0 y a la otra, el número | y tomando 
aquella a la que pertenece el punto considerado. En este 
casa, lodo punto correspondería а una sucesión br, De, ..., 
ба compuesta sólo por ceros y unos que sería natural escribir 
en la forma 

(0, biba. ва. da 
y denominar fracción binaria infinita. Tajando esta sucesión 
en un Jugar cualquiera obtendríamos una fracción binaria 
finita , 
(0, bibe ва, 
o sca, о} número 


Бе ур конь 
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que determinaria la posición del punto considerado con un 
[i Е 
error que no pasa de 5; райе del segmento principal. 
Las fracciones decimales infinitas —que permiten re- 
presentar todos los puntos de la recta— constituyen un apa- 
rato cómodo para construir la tcoría de los números reales, 


fundamento de muchas ramas de las Matemáticas superiores. 
Con no menos éxilo podríamos emplear para ello en Jugar 


FIG. ù 


de јаз fracciones decimales otras [racciones infinitas (por 
ejemplo, binarias, ternarias, etc.). 

Para concluir consideremos un problema instructivo. To- 
memos de nuevo el segmento OA, dividámosio en tres partes 
iguales y excluyamos Ja parte media (aceplando que los 
propios puntos de división también le perlenecen y, por con- 
siguiente, son excluidos también; fig. б). Las dos parles 
que quedan también se dividen en ires parles iguales excluy- 
éndose la parte media. Se obtienen entonces cuatro partes 
pequeñas y en cada una se excluye de nuevo la lercera parte 
media. Continuemos este proceso ilimifadamenle. ¿Cuántos 
puntos del segmento OA quedarán? 

Á primera vista puede parecer que después de esta «de- 
puración» sólo quedarán los punlos extremos O y A. Esta 
deducción se diría confirmada por el razonamiento siguiente, 
Calculemos la suma de 145 longitudes de los segmentos ex- 
cluides. (Recordemos que la longitud de todo el segmento OA 
se ha tomado igual a 1). En el primer paso excluimos un seg- 


mento de longitud =, en el segundo dos segmentos de lon- 
П 


А ] 
gilud a сада uno, en el tercero cuatro segmentos de z” 
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ete. La suma de las longitudes de lodos los segmentos ex- 
cluidos es igual a 


Tenemos una progresión geométrica decreciente infinita con 


1 ; с: 2 А И А 
q “omo primer (Crivino у == como razón. Según la fórmula 


.correspondiente, su suma es igual а 
П 


El 

2 
1-5 

Por lo tanto, la suma de las longitudes de los segmentos 
excluidos es igual exaclamente a la longitud del segmento 
inicial ОА. 

Sin embargo, en el proceso descrito más arriba queda un 
conjunto infinito de puntos, sin contar ya los puntos O y А. 
Para comprobar esto procedamos así. Representemos todo 
punto del segmento inicial OA mediante una fracción in- 
finita en el sistema ternario. Cada una de estas fracciones 
eslará compuesta por ceros, unos y doses. Yo afirmo que en 
el proceso descrilo más arriba de «exclusión de las partes 
medias» quedarán sin excluir los puntos correspondientes 
а las fracciones ternacias que по contienen ningún uno (o 
sea, constan sólo de ceros y doses). En electo, en el primer 
paso se ha excluido la tercera parte media del segmento ini- 
cial, es decir, se Пап excluido los puntos correspondientes 
а las fracciones ternarias con el uno en primera posición 
En la segunda elapa, de las partes restantes se ha excluido 
la tercera parle media, o sea, se eliminan las fracciones con 
el uno en segunda posición, etc. (Con la particularidad de 
«que se excluyen también los puntos que se representan por 
-dos fracciones ternarias, sí al menos una de éstas contiene 
el uno. Por ejemplo, el extremo de la derecha de la primera 


lercera parte del segmento OA, es decir, el número 2, se 
“puede representar mediante la fracción ternaria 
0,1000... 6 0,0222... 


y este punto se excluye.) Por lo tanto, el proceso descrito 
«deja en el segmento ОД 105 puntos correspondientes а las 


46 


fracciones ternarias compuestas de ceros y doses únicamente. 
Pero, ¡la cantidad de estas fracciones es infinital O sea, 
además de los puntos extremos, en el segmento OA quedarán 
sin excluir infinitos puntos. Por ejemplo, quedará el punto 
correspondiente a la fracción 


0,020202... 


МЕ y Р 1 
que representa la descomposicién ternaria del número Ж 


En efecto, la fracción fernaria infinita 0,020202... no es 
otra cosa que la suma de la progresión geométrica 


2-37-94 2-944 2-378; 
según la fórmula ya mencionada, esta suma es igual a 


2 


1 
Otra manera de comprobar que el punto -y no se excluye es 


el siguiente razonamiento geométrico intuitivo. Este punto 
divide todo el segmento (0, 1] en razón 1:3. Después de 
excluir el segmento ES + el punto + quedará en el semi- 
intervalo [o, 5) dividiéndolo еп razón 3: 1. Después det 
segundo paso, este punto quedará en el intervalo (+. + 
dividiéndolo en razón 3 : 1, etc. En ningún paso quedará: 
excluido el punto $e 

Рог lo tanto, resutta que el proceso descrito de «exclusión: 
de las partes medias» conduce a un conjunto de puntos que 
«no ocupa sitio» en el segmento (pues la suma de tas longitu- 
des de los segmentos excluidos es igual, como hemos visto, 
a 1) y al mismo tiempo contiene una cantidad infinita de 
puntos. и 

Este conjunto de puntos posee también otras propiedades 
interesantes, Pero su estudio exigiría la exposición de nocio- 
nes y resultados que rebasan el marco de cste pequeño libro 
que damos aquí por terminado. 
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